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Corso di Controllo dei Robot Dinamica

Dinamica del manipolatore

L=T—-U Lagrangiana del sistema meccanico

T Energia cinetica totale del sistema
U Energia potenziale totale del sistema

Equazioni di Lagrange
d (aL) oL _
= (; i=12,..,n

at\or) “an = ¢

{; € la forza generalizzata associata alla coordinata generalizzata A;
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Dinamica del manipolatore

d (0L L

dt\oi;) 91 éi
Per un manipolatore a catena aperta la scelta piu naturale per le coordinate
generalizzate & data dalle variabili di giunto g = [14, 15, ..., 1,,]T

d (aL\" (oL\ _

dt\og dq =<
Alle forze generalizzate daranno contributo le forze non conservative che
compiono lavoro su q;, in altre parole le coppie generate ai giunti dagli attuatori,

le coppie d’attrito dei giunti, nonché le coppie ai giunti indotte da forze esplicate
dall’'organo terminale sull’'ambiente in situazione di contatto.

Nota: Il termine coppia e usato come sinonimo della forza generalizzata al giunto.
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Dinamica del manipolatore - Esempio

k. = r _ 19m _ Wm rapporto di trasmissione
T Tm Y w della coppia cinematica

Le coppie ai giunti sono fornite dai motori
tramite opportuni organi di trasmissione Braccio attuato

. mediante riduttore
meccanica del moto.

meccanico
In alternativa, si possono avere giunti azionati
con motori calettati direttamente sull’asse di
rotazione senza organi di trasmissione.
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Dinamica del manipolatore - Esempio

k. = r _ 19m _ Wm rapporto di trasmissione
r Tm 9 w della coppia cinematica

Cm = Loy + Epop +frm
— Braccio attuato

fr=1w+ Fw + mglsind mediante riduttore
B meccanico
I
mgl 9 _ _
Cn = loq@m + Foqm + 9 in (2 leq = (’m + k2>
ky ky r
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Dinamica del manipolatore - Esempio

—

1 .. 1 .
T=219% + 2 Lk

U=mgl-(1—cos?)

—

Braccio attuato
mediante riduttore
meccanico

1 . 1 :
L=T-U-= 51192 +§Imk,%192 —mgl - (1 — cos?)

d (0L L iy .
dt\ai;) 0 = Gi —= U+Iy r)79.+mg 51.1119_(
{ =1—F9 — E,k20
(I + k39 + (F + Fpk?)d + mglsing =1
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Determinazione dell’energia cinetica

energia cinetica
N del braccio i

T = Z(Tg + 7))

energia cinetica
del motore che
aziona il giunto i

vettore
velocita lineare

1 .
Ty, = ff [p:1"p; pdV
v

¥ densita della particella
elementare di volume dV
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Determinazione dell’energia cinetica

particella
elementare

baricentro
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Determinazione dell’energia cinetica

Pi = Di-1+ Vi1 T Wi—1 ATj—1; regola di composizione delle velocita

D; =P, + Wi AT; = Py, + S(w)7;

1 K3 K3
Sostituendo in  T¢; = EJ [p;1"p; pdV
14

¢
1 1
traslazione — [m).]T}j{).pdV = —m{).[m.]Tm.
2 V{)l l l 2 l l l

1 1
mutuo 2 {E [mi]TS(a)i)ripdV} =2 {E [}jgi]TS(a)i) (p; — p{)i)pdv} =0
V{)i Vgl.

| 1 1
oagone = | [n]Tﬂ(w»S(wi)npdv=5[wi]T< | sTm)sm)pdv) o
V{)i V{’i
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Dinamica

Determinazione dell’energia cinetica

Poiché

2

f.

S
I

S5(m) =

_ j TixTizPdV

Tiz

| Ty

1 1
—f [r:]" ST (wy)S(w)ripdV = > [w;]" Iy, 0;
v

J(r + 77 )pdV

—jrixriypdV j(rlx +12)pdV -

— j riyrizpdV f (rl%,

Tiz riy
Tix 0

[
= j TixliypdV = J

[

‘ Il contributo rotazionale si

puo esprimere come:

TixTizPdV
It’ixx It’ixy I{’ixz
TiyTizPAV | = |lpxy Loy lLeyx
I{’ixz I{’iyz I{’izz

+ 12 )pdV

Tensore d’inerzia relativo al baricentro del braccio i espresso in terna base
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Determinazione dell’energia cinetica

La posizione del braccio i dipende dalla configurazione del manipolatore
le, » funzione della configurazione
Se la velocita del braccio i viene espressa con riferimento ad una terna
solidale al braccio i (secondo a convezione di D—H), si ottiene:
i _ pT
w; = R; w;

matrice di rotazione dalla terna solidale al braccio i alla terna base

Iy, = R/} R{

Se la terna solidale al braccio i coincide con la terna centrale (principale)
d'inerzia, i prodotti d’inerzia sono nulli e il tensore d’inerzia relativo al
baricentro (all’origine della terna) € una matrice diagonale
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Determinazione dell’energia cinetica

1

T 1 .
= . . T L pT
Tgi _ Emfi [pfi] pfi + E [C()l] RilfiRl' Wi
; i
. .{)i . {i . 'fi ) fi .
Jj=1 j=1
() ) w1 | [ZJ -1
[],I(fi] ]pll ]pzl 0 - 0 ]p] = <
?; (£ ?; (fl) Z: o+ N\ _ .
) B e
\ 7=

» Ty =%meq I ‘)] J40q +2 X i ‘)] Rl RTTS4
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Determinazione dell’energia cinetica

Energia cinetica dell’attuatore

Coppie ai giunti sono fornite dai motori tramite organi di trasmissione
meccanica

In alternativa, giunti azionati con motori
calettati direttamente sullasse di
rotazione senza organi di trasmissione.

Il motore del giunto i si ritiene posto sul
braccio i —1 (in modo da alleggerire i
carico dinamico dei primi giunti della
catena)
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Determinazione dell’energia cinetica

1 T 1 T
T, = Emei[ ] Pm; T 2 [wmi] Iim; Wm,
massa del rotore velocita angolare del rotore
tensore d’inerzia del rotore relativo al baricentro
r Y, o,
kr = = =
Ty U W
krl-CIi — 19mi Wm; = Wi-q + kriqi
velocita angolare velocita angolare
del rotore del braccioi — 1
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Determinazione dell’energia cinetica

» Tmi=%mmiélT[£mi)] omd g 4 L i s J] R ITRE, J ™
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Determinazione dell’energia cinetica

1

Iy, =5mpq [] l)] ]({)‘)Q‘F

: L [wa] R RIS

2

mmlq [] l)] (ml)q_l_ q [(ml)] R, ImlRT (ml)q

n

& 1% 1
T = Z(T{)i +7,,) ™ T= Ezz bij()q:4; = 54" B(a)q
=1

i=1j=1

n

B@) = Y fme, [IS°] IS+ [15°) R RIS 4, 0] 180 4 5] R RIS}

i=1
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Determinazione dell’energia cinetica

Z bij(9)4:9; = ¢"B(q)q

j=1

M:

1
2

Il
=

[

n

B@ = fme JS0] 150+ [150) RALRTIS? + 1, [IS79] 18 + 5] R iR g5
i=1
B(g) matrice d’'inerzia, di dimensione n X n
e Simmetrica
« Definita positiva
- Dipendente dalla configurazione
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Determinazione dell’energia potenziale

N energia potenziale del braccio i

U= z(ufi T Umi)

i=1 energia potenziale del motore che aziona il giunto i

Uy, = — f [9o)B7pdV = —my.[go] s,
V

¢; vettore accelerazione gravitazionale riferito alla terna base
(e.g.go=[0 0 —g]T sel'asse z & quello verticale)

= My, [gO]Tpm,;

U=-— z (m&- [90]"Pe, (@) + mmi[go]Tpmi(q))

1

i
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Equazioni del moto

d (oL\ [(oL\ d(oL\ [oL\
) s
= B(@)j+n(q.q)=¢

1
n(q,q) = B(@)4 — = [— (q

ou (q)
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Equazioni del moto

n n n
. . L1 .
L(q.4) =T(q,4) - U(q,q) = Ez bij(9)q:q; + Z (mei[go]Tpei(q) + mpy, [go]Tpmi(q))
i=1j=1 i=1
oL 1ii by (q) . . i (901" Ope;(q) + AL
0q; 24 aq; A : e L0 dq; im0
j=1k=1 Jj=1
n n n
oL 1 dbj(q) . | r.(¢)) T
j=1k=1 J=1

g;(q) contributo gravitazionale

- 2 1iiabjk<q). b 1)
=5 — 4kq; T 9i\q
Mo g O
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Equazioni del moto

1 n n n
L@ d) =T@D - V@D =5 ) > biy@iid; + ) (me g0l 2@ + M [90) D, ()

i=1j=1 i=1
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Equazioni del moto

n

Posto N jk =

n
> biy(@)i; +
J=1 J

S

n
z l]kCIkCI] + gl(CI) = (j
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Dinamica

Equazioni del moto — Interpretazione fisica

n
Zbij(CI)éij +
=1

Termini di accelerazione

e b;; momento d’inerzia
visto dall’asse del giunto
i , nella configurazione
corrente, quando gli altri
giunti sono bloccati

e b;j tiene conto dell'effetto

dell’accelerazione del
giunti j sul giunto 1.

* hij;jq; rappresenta l'effetto
centrifugo indotto al giunto i
dalla velocita del giunto j

=) hiii =0 pOlChé Dii =0

?
2q;
* hijxqrq;

rappresenta
I'effetto di Coriolis indotto al
giunto i dalle velocita dei
giuntij e k

+ 9:(q) = §;

Termini dipendenti solo
dalla configurazione

g;(q) rappresenta le
coppie generate all’'asse
del giunto i nella
configurazione per effetto
della gravita
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Forze non conservative

Forze non conservative che compiono lavoro sui giunti

; T
T F.sgn(q) —J (gh
Coppie di Coppie di attrito  Coppie di attuazione
attuazione statico a bilanciamento di
ai giunti forze di contatto
esterne
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Modello dinamico nello spazio dei giunti

n
j=1

n n
b;ij(q)g; + Z Z hiikqrqj + 9i(q@) =
=1k=1

B(q)4 + C(q,9)q + F,q + F;sgn(q) + g(q) = t—]"(q@)h

C e una matrice scelta (non univoca) in modo tale da soddisfare :

n

n n
ZCL](CI)CI] zzhijkéIkC.Ij
Jj=1k=1

j=1
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Proprieta notevoli delle equazioni della dinamica

Possibile scelta per la matrice C

= (0b;;  10b;
zc (Q)d; zz:h dxd; 22 L — ——22 ) gpq;
Lj j ljk1k™j aqk 2 aqi k"j

J=1k= j=1k=1
1%\ by 1N~ (0by  10by,
:Ejzl;aqk drd; 5;;(6% -5 aqi>qkq,
n
I 7 QESTCYENES R

k=1
simboli di Christoffel del primo tipo
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Proprieta notevoli delle equazioni della dinamica

Antisimmetria della matrice B — 2C
Posto:  N(q,q) = B(q) —2C(q,q)
La scelta effettuata genera una matrice N(q, ¢) antisimmetrica

In particolare, g N(q, ¢)g = 0 per qualunque scelta della matrice C

Si puo dimostrare che tale relazione e una diretta conseguenza
del principio di conservazione dell’'energia (La derivata totale
dell’energia cinetica bilancia la potenza generata da tutte le forze
agenti ai giunti del manipolatore)
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Esempio: Manipolatore planare a due bracci

a; lunghezza del braccio i y A
0

¢;  distanza del baricentro del
braccio i dal giunto i

mp. massa del braccio i

m,,, massa del rotore del motore (

I,, momento di inerzia del braccio i
relativo al baricentro intorno a z, o

Iy, Momento diinerzia del rotore i ’}Qﬁ#’ffffffﬁ Xo g

intorno all’asse

Si assume che i due motori siano sugli assi dei giunti, con baricentro in
corrispondenza delle origini delle rispettive terne
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Dinamica

Esempio: Manipolatore planare a due bracci

n

?; T 2 2 T i i
B@) = Y fme, 5] IS+ [J5°) RIS + i,
i=1

. £) .
De; =]§ g =

(£i) -

wi=]0 q =

—

(1) _
P

(£1)
0]

(£2)
P

(£2)
)

—

[.(£)
Jp,

[ (£)
_]01

»
;]éll)

[ (£1)

_]01

»
IR

(£1)

Jp,

(£1)

Jo,

.(25)]
je

(£2)]

]02 |

L mp1" ) mp1” m; (my)
I IS + IS0 R iR IS

—

. 1 . (4
0 ola e =z A (e~ py-)
.(¢; 1. 1. 2
o 0 O]q Jéj) = Zj

= [Zo A (P{’l — po) 0]

= [Zo A (sz — Po) ARA (sz — P1)]

[Zo Z1]
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Dinamica

Esempio: Manipolatore planare a due bracci

0 a,Cq
Po = [0] P1 = [a1S1]
0
P=(P,P,P,
(Pe Py, P, P Ao Qz
Q= (Qx» Qy: Qz) Q,
(—{151
Zy A (pgl - po) =1 1 ]
0

ARA (sz — po) =

(—a1S1 — £2812

ai¢; + €2¢12
0

t1¢1
[flsl

] ARA (P{’z - Pl) = [ t5¢15

— Qzhy
— OxF;

aic; + £2¢12 0 0
aisq + '€2512 Zy = |:0] Z1 = 0

1 1

prodotto vettoriale
tra due vettori

P, — QP

_{)2512‘

0
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Esempio: Manipolatore planare a due bracci

, —£151 0
1(3 V= [ZO A (pi’l - pO) 0] = [ t1¢ 0]
0 0

0 O

$V=1z 0=l0 0
1 0

—a,51 —¥2812,  —1,51;

= [ZO A (pt’z - pO) Z1 N (pi’z — pl)] = [ ascy + €5¢17 t3¢12
0 0

(£2)
P

0 O
g)Z) =120 Z1]=(0 0
1 1
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Esempio: Manipolatore planare a due bracci

L
(my) _ —aq151 0
mz [Zo A (sz Po) 0] = I a,Cq 0]
0 0

0 0
(ma) _ l({)z) 2Zm2]:[(1) ko‘
r2
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Esempio: Manipolatore planare a due bracci

B@_z{ DT 182 4 T Rt RIS + o, T 1870 + 2] R 70)

]t
P .

/P

[ (m3)
|/ P

)]t
P .

[ (mq) T

1T

(1) _
P

(85) _
P

(mq) _

P

(my) _
P

£2 o]
L0 O

(—a,51 — 3812 a.¢1 + 4500 ] [
0

aiCq +£2C12 tyC12

181 — 251 —32512]
0

—{5517 t5C12

-a% + 'E% + 2a1‘€2C2 ’gzalCz]

2
'£2a1C2 ’82

0 0
0 0
0
—a,5, alcl O] aa1CS1 0 =[a%sf+a%cf O]:[a% 0]
0 o 0 0 0
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Esempio: Manipolatore planare a due bracci

80) = > e, I 12 + O R RIS i ] 10+ [ Rt
i=1
I{’ixx _I{’ixy _I{’ixz
Ig.: _Ifl-xy Ifixx _I{’iyz

l

_I{’ixz _I{’iyz I{’izz

0 0 Il’lxx _Ii’lxy _If’lxz 0O O I
[]@1)] I, ](fl) [ ] Iflxy Iflxx _Iflyz 0 Of= [flzz
0O 0 O 0
Iflxz _Iflyz Iﬁlzz 0

-

0 1 I{’Zxx _I{’ny _I{’zxz 0O O ]{)
[]({)2)] I, )5 = [ 0 ] ooy Lo —legyz [0 0] = [1 2
1 YA

Ifzxz _I{’Zyz I€ZZZ

Jl

Ifzzz
Ifzzz
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Esempio: Manipolatore planare a due bracci

n

B@ = Y {ma 0] 15 + [1$°] RAERTIS? 4, 1] IS + 5] R e 50}

mi m;
i=1

I""lliixx 0 0 * *x 0 * *x 0
I;::ll =| 0 Irrgiiyy 0 le = [* * O] Rm2 = [* * O]
0 o M, 0 0 1 0 0 1

0
0 0 k k2, 1 0
I:]éml)] lel‘;rnnllR'lTnl grnl) - 0 O 61 * * O O 0 [ rl (;nlzz 0]
0 0 Mmizz -le 0
* % 0 | 0 0 1
[](mz)]TR ImZRT (my) — 0 0 1 ] * % 0 0 0 — [ ImZZZ kZZImZZZ]
0 myim, ftmoJ 0
2 2 2 0 0 krz 0 0 Mgy 1 krz_ kTZImZZZ kTZImZZZ
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Esempio: Manipolatore planare a due bracci

b11(q) b12(Q)]:[b11(92) b1,(63)

B(q):[bm(CI) b12(q) b21(62)  b12(62)

biy = 1o, +myp 5 + kil + 1, + my,(af + €5 + 2a1€5¢,) + Iy, + M, af

b1y = byy =1y, + my, (€5 + a1€,¢) + koL,

b22 = Igz + mng% + k%zlmz
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Esempio: Manipolatore planare a due bracci

n

Z . 1/0b;; by abjk>
7 ] 9 ijk 2 aqk aCIj aCIi U LKj

biy = Ip, +myp 5+ kil + 1, + my,(af + €5 + 2a,€5¢,) + Iy, + My af
b1z = by =1Ip, + my, (€5 + ay€5¢5) + kyply,
bzz = 1192 + mngg + k?zlmz

C111 = labll =0 C112 = €121 = labll = —my,a1t8; = h
2 g, 2 0q; ’
C122 = At - labzz =h €211 = % - labll = -
dq, 2 0qq dq; 2 0q;
10b,, 1 abzz

C212 = C21 = =0 €222 =

2 dq4 2 6q2
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Esempio: Manipolatore planare a due bracci

€111 = 0 C112 = C121 = h C122 = h
€211 = —h €12 =0 Cypo =0
ho, h(0,+06
C(q,C'I)=[ h; ( 10 2)

_ 1
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Esempio: Manipolatore planare a due bracci

n 0
9@ == [me,af1 @ + mm gl @] g0 = l—g]

j=1 0
—f18; 0 —a;S1 — €351, —15517
{ £
1(91) = [ t1¢q 0] 1(>2) = l ac; +€2¢1 t5¢1; ]
0 0 0 0
( ) 0 0 ( ) —a151 0
m m
j2 V= 0 0 2 2 = a;cq 0
0 O 0 0

g1 = (m£11€1 +my,aq + m£2a1)gC1 +my,£29C12

g2 = mp, 2912
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Esempio: Manipolatore planare a due bracci

[Ip, + mp €% + k2 1, + 1o, + my (a2 + €5+ 2a,€5¢5) + Iy, + My a%]0; +
+[I£2 + mfz ('E% + a1'€2C2) + kTZImZ]HZ — 2m32a132529192 — mgzal'ezszezz +
+(m31£1 +mp,_a; + mgzal)gcl +my £,9c1 =171

|1, + my, (¥3 + a;£,0,) + krolm, |01 + (1o, + my €3 + k2,1 )6, +
+my,a,€,5,07 + my £,9¢1; = T,
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Modello dinamico nello spazio operativo

Si vogliono descrivere le equazioni del moto direttamente nello
spazio operativo, legando le forze generalizzate agenti sul
manipolatore e I'insieme minimo di variabili che descrivono posizione
e orientamento dell’'organo terminale nello spazio operativo

La caratterizzazione con la lagrangiana nello spazio operativo non
consente di trattare con manipolatori ridondanti, in quanto le variabili
non costituiscono un set di coordinate generalizzate

Non e infatti possibile descrivere in questo caso i moti interni della
struttura provocati da un insieme di forze generalizzate ai giunti il cui
effetto sul moto dell’'organo terminale sia nullo
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Modello dinamico nello spazio operativo

B(q)i + C(q,9)q + Fq + Fsgn(@) + g(q) =7 —J" (@h

Trascurando le forze di attrito ai giunti:

§ =-B"1(q)C(q,9)q — B~ (q)g(q) + B ([t — ]  (q)hl]

t=](@h w §=-B""(q)C(q,9)¢— B (@g(q@) +B (@] (@ —h)

x=Ja)q w ¥=J4(Qi+]a(q9)q

m)  i=—J,()B Hq)C(q,d)q—Ja( @B Qg +
+H (@B ()T (@) —h) +Ja(q, g
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Modello dinamico nello spazio operativo

¥ =—J,(@B Hq)C(q,9)q — (@B HQg(@) +Ja( @B Q] (@)(y —h) +Ja(q,9)q

Legame tra Jacobiano ] = T4 ()]a(a) wm T =T (T] ()

analitico e geometrico

m) i=—/,(@B (@) Pd—Ja(@B (9glq) +
Ha(@B Y QJA(@DTL (@) —h) +Ja(q, ¢)q

Ponendo:  TJ(@)y =va  TI($)h = hy

) k=—/,(q)BUQC(qPd —Ja( @B (g(q) +
+)4(q,40)q + Ja( @B X @JE (@ (ya — hy)
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Modello dinamico nello spazio operativo

—

By = (B~
Posto: — Cyx = B4JoaB~1Cq — BaJ 44 '
ga =BaJaB7'g

—

Byk = —BpJ,B™1Cq — ByJ4B™ g + BaJaq + BaJaB Y5 (va — hy)

BaX = —Cpx — ga+Va— ha

By(x)% + C4(x,x)x + ga(x) = y4 — hy
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Modello dinamico nello spazio operativo

Il modello € formalmente analogo a quello nello spazio dei giunti

Come nello studio della cinematica differenziale, nel caso di
singolarita non e possibile effettuare I'inversa dello jacobiano e quindi
la trattazione necessita di particolari accorgimenti

I modello e valido anche per manipolatori ridondanti, benché le
variabili x non costituiscano un insieme di coordinate generalizzate

In questo caso la matrice B, caratterizza una pseudo-energia cinetica
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Dinamica diretta e inversa nello spazio operativo

Dinamica diretta: determinare le accelerazioni allorgano terminale
assegnando le coppie ai giunti e le forze/coppie applicate all’'organo
terminale. Per un manipolatore ridondante il modello dinamico nello
s.0. non é direttamente utilizzabile in quanto T = J¥(q)y ha soluzioni
in y solo se 7 € Im(J)

In modelli di simulazione, si lavora nello spazio dei giunti per poi
ottenere le variabili dello s.o. tramite la cinematica diretta
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Dinamica diretta e inversa nello spazio operativo

Dinamica Inversa: determinare le coppie al giunti necessarie alla
generazione di un moto specifico assegnato (in termini di posizione,
velocita, accelerazione dell’organo terminale)

Si puo invertire la cinematica e lavorare successivamente nello
spazio dei giunti (calcolo delle coppie mediante modello dinamico
nello spazio dei giunti)

In alternativa si puo usare il modello nello s.o. per calcolare le y, e
poi calcolare le t tramite trasposta dello Jacobiano.

Con tali tecniche la ridondanza non viene sfruttata, in quanto le
coppie calcolate non generano moti interni per la struttura
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Dinamica diretta e inversa nello spazio operativo

E’ possibile risolvere la ridondanza a livello dinamico

—

By= (B )"

Ricordando che: — . N
m X —Ja(q,9)q =

—

Il modello nello spazio operativo

BpX = —BsJaB~1Cq — B4JaB~'g + BaJaq + BaJaB~ 4 (Y4 — hy)
puo essere scritto come

Ba( )+ BaJaB7ICq + BaJaB7'g =ya—ha =

BuJa(@)G + BoJuB™"Cq — ByJuB™'g = v4 — hy
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Dinamica diretta e inversa nello spazio operativo

BaJa(@Q)G + BoJuB™'Cq —ByJuB™'g =v4s— My
Posto Js=B Y4By wp Ji=B,J4[B"]" =B4J,B!

=  JBGHCG+g)=ya—hy = Ji(t—Jihy) =vya—hy

modello dinamico
nello spazio dei giunti

i A
= JaT =7Va
La soluzione in T di questa equazione e

T =Ja(@va+ U —J2(@)]a)7a
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Dinamica diretta e inversa nello spazio operativo

T =J3(Qva+ T —-Ji(@Q]D7a

- La soluzione si ottiene tenendo conto del fatto che Ji & una
pseudo-inversa destra di /; pesata secondo la matrice B~1

|l vettore 7, non da contributo di forza all’organo terminale, ma
genera moti interni della struttura da impiegare per la gestione
della ridondanza a livello dinamico



