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Cinematica differenziale

* La cinematica differenziale caratterizza i legami tra le velocita dei
giunti e le corrispondenti velocita lineare e angolare dell’organo
terminale.

 Tali legami sono espressi da una matrice di trasformazione,
dipendente dalla configurazione del manipolatore, denominata
Jacobiano geometrico.

- Per altra via, se la postura dell’'organo terminale e espressa facendo
riferimento ad una rappresentazione in forma minima dello spazio
operativo, e possibile calcolare lo Jacobiano direttamente, mediante
operazione di differenziazione della funzione cinematica diretta
rispetto alla variabile di giunto; lo Jacobiano che ne viene fuori e
denominato Jacobiano analitico ed e in generale diverso da quello
geometrico.
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Jacobiano geometrico

Equazione cinematica diretta per manipolatore a n gradi di liberta:

T(q) = [R(q) r(q)
p = ]p (q)q velocita lineare dell’'organo terminale
w=] 0 (q)q velocita angolare dell’'organo terminale

J, rappresenta la matrice (3xn) relativa al contributo delle velocita dei giunti alla
velocita lineare dell’organo terminale, mentre J, e la matrice (3xn) relativa al
contributo delle velocita dei giunti alla velocita angolare o dell’organo terminale

p : e_quazior!e cinematica J = ‘]p Jacobiano geometrico
V= =J(a)g ?Agﬁirggaf‘;‘:‘edel | J, | del manipolatore



Corso di Controllo dei Robot = Cinematica differenziale

(Alcune) Proprieta di una matrice anti-simmetrica

* Gli elementi di S soddisfano le condizioni: s;; = —sj;, 5;; = 0

0 —s3 Sy |
* La matrice § contiene solo 3 §g=|s;, 0 -—s4
elementi indipendenti —s, s; 0
. Per il generico vettore 0 —w, wy
w=[Wx Wy T sj definisce la S(w)=| w, 0 —w,
matrice: —wy Wy 0

- Per ogni vettore w,p € R3 vale larelazione: S(w)p=wAp

« Per ogni vettore w € R3, R matrice
ortogonale, vale la relazione:

Dim: RS(w)R"bh = R(w ARTH) = (Rw) A (RRTH) = (Rw) Ab =S(Rw)b

RS(w)RT = S(Rw)
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Derivata di una matrice di rotazione

Si supponga che la matrice di rotazione vari nel tempo, in altre parole
R = R(t). Dalla proprieta di ortogonalita di R si ha la relazione
R(t)RT(t) = I che, derivata rispetto al tempo, fornisce I'identita

RWORT(t) + RMORT(t) =0
Poniamo :

S(t) = R()RT(t) Anti-simmetrica: S(t) +ST(t) =0

Moltiplichiamo a destra ambo i membri dell’'espressione di S(t) per R(t):

SR(t) = RORT(R(t) R(t) = S(t)R()
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Interpretazione fisica

Si consideri un vettore p’ costante ed il vettore p(t) = R(t)p’.
La derivata temporale di p(t) risulta:

p() =R@®)p’ == pl)=SORM®P

Dalla meccanica classica risulta che la R
velocita di un vettore applicato si esprime A7
nella forma:

p(t) = w(t) AR)p’ P

con w(t) velocita angolare della terna R(t) o
rispetto alla terna di riferimento. x>

Uguagliando le due espressioni si osserva che la matrice S(t) esprime |l
prodotto vettoriale tra il vettore velocita angolare w(t) ed il vettore R(t)p’.
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Velocita angolare

T 0 — Wy (tO) Wy (tO) ]
w(t) = |wy, vy, w,] Sto) = | w(t) 0 —wy(ty)
—wy(tg)  wy(to) 0

S(t) =S(w(t))
p(t) = w() AR)p" = S(OR)p’

A

y

P p solidale a Ox’y’

> Ox'y'ruota con velocita angolare o

w

»
»

X
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Esempio

Consideriamo la matrice di rotazione elementare intorno all’asse z:

cos(ae) —sen(a) O
R,(a) = |sen(a) cos(a) O
0 0 1

Supponiamo che « vari nel tempo. Calcolando la derivata rispetto al tempo di
R,(a(t)), la matrice S(t) & data da:

[—as, -ac, 0| c, s, O] [0 —-a O

o

S(t)=R(t)R"(t)=| ¢c, -as, O|-s, ¢, Ol=|la 0O O

a

o o0 oy 0 O 1| |0 O O
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Esempio

Pertanto, il vettore velocita angolare della terna ruotata rispetto alla terna

base vale:
0
w=|0 R(t) = S(HR(t)
_d_
0 -a O0lc, —-s, 0| [-as, —ac, O]
S(HR(t)=|a O s, ¢, O|=lca, -os, O
0 0 10 0 0 | O 0 O
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Composizione di velocita

p® = of + Rip’

p® =07 + Rip' + Rip!

o) + RYp! + S(w))RYp?

Posto 0 = RYp!

S p=R,(a)p’
' ) . . .
Nt =) p° =060 + R+ wd AT

se p! e costante nel tempo (fisso rispetto alla terna 1): po = O'i) + a)g AN 7‘10
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Velocita di un braccio

Velocita di traslazione

L. N = -1
(GIUNTO @ i, pi = Pi-1+ Ri—lri—l,i -

~\\\ BRACCIO 1

A

\\\_ Pi = Pi—1 + Ric17{ 7 + S(wi—)Ri—ari =]y
S

| GIUNTO i+1

'

Di =Pi—1 +Vi—1; T Wj_1 ANTj_1;

o v;_1; iIndica la velocita dell’'origine della
La terna i e solidale al terna i rispetto all’origine della terna i — 1,
braccio (conv. DH) espressa nella terna base
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Velocita di un braccio

Velocita angolare
R =Ri_4R{™" mmp
R; = Ri_iR‘"1 + R;_ R
S(w)R; = S(w;_1)R;_1RI™* + Ri_1S(w!Z1 ;)R
S(w)R; = S(w;_1)R; + Ri_1S(wiZ1 ;)R
S(w)R; = S(w;_1)R; + Ri_1S(w!=1;)RT 1Ri JRIT
S(w;)R; = S(w;_1)R; + R;_ 1S(wl 11)R
S(w)R; = S(w;_1)R; + Ri_1S(Ri_ w!Z 1L)R

_ i—1 _
W; = Wi +Ri_1w;_7; - W; = Wj_q +Wj_1;
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Composizione di velocita

GIUNTO 4 \}
W\ BRACCIO i

Di =Pi—1 T Vi—1; T Wij—1 ANTj_1;

W; = Wij_1 T Wi_1;

—

Le relazioni trovate possono essere particolareggiate per giunti
prismatici o rotoidali



Corso di Controllo dei Robot = Cinematica differenziale

Composizione di velocita

Di =Di—1 Tt Vi1 T W1 ATj_q;

Wi = Wi+ w;_q;

Giunto prismatico

Vi1, = diZi_q - Pi = Pi—1 +dizi 1+ wi_q ATi_q

wi-1,; =0 W; = Wij_1

Giunto rotoidale

—

Vi-1,i = Wi-1,i ATi-1,i - B Di = Di-1+ (wi—1 + (Ui—1,i) ATi_q,

w; = wj_q1 +0;z;_4

—

wi—1; = 0;z;_4

- Pi = Di—1 t w; ATi_q;

w; = wj—q +6;z;_4

—
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Calcolo dello Jacobiano

. . . =] ( ). ] / . coe ] n
ARSI i VR (B o
_ o [41]
. ] ) cee ] n -
» [0l L-’; f;] H
| dn

op - op somma dei contributi dei singoli
velocita lineare p = 6_ Z a— Z Jp;4i  giunti alla velocit_a lineare
—1 =1 dell’organo terminale

somma dei contributi delle
velocita angolare w = Z Wi_1; = ZjOiql' velocita dei giunti alla velocita
; ; angolare dell'organo terminale
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Calcolo dello Jacobiano

Giunto prismatico

o qi = di
Wi_1 :.]oi.qi = 0 > o =0
Vi—1,i = Jp;9i = diZi—1 .
]pi = Zi

Giunto rotoidale

—

C . L s q; = 0;
Wi-1,; = Jo;9i = 0iZi—1 Jo;9i = 0izi—1 _
» L. : » ) ]Oi =Zj—
Vi1, = Wi—1; NTj—1,i Vi—te = Jp;4i = 0iZi—1 A (0 — Di-1)

Jp; = Zi-1 N (0 — Di-1)
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Calcolo dello Jacobiano

I, [ 0 giunto prismatico
]: pl]=< 7. /\(p—p )
]Oi ’ =1 =i ] giunto rotoidale
\ Zi—q

Nota: Lo Jacobiano dipende dalla terna rispetto alla quale viene
espressa la velocita dell’organo terminale.

Sl a Ll ar



Corso di Controllo dei Robot = Cinematica differenziale

Calcolo dello Jacobiano

- z;_, dalla terza colonna della matrice di rotazione R;_,
zi—1 = R(q1)R3(q2) - RiZ3 (qi-1) 2 zo=[0 0 1]"

« p e dato dai primi tre elementi della quarta colonna della matrice di
trasformazione T,

p = AY(q1)A3(qz) -+ AR 1 (qn) Do po=[0 0 0 1]7

* p;_1 € dato dai primi tre elementi della quarta colonna della matrice
di trasformazione T,)_,

Pi_1 = A%(q1)A3(qz) -+ AAZ3(qi—1)Po
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Esempio: Manipolatore planare a tre bracci

Jpi| _ [Zi—l A (P = Ppi-1)
JOi Zi—1

coni = 1,2,3

J(q) = [ZO A (50— Po) 7z A (2291_ p1) Z A (;92_ p2)

>

p = A1(q1)Az(q2) - AR~ (qn)Po ¢ —si 0 2]
pi—1 = A2(q)A3(q2) -+ AiZ3 (qi-1)Po A6y = %‘ %‘ 2 {)651'
O 0 0 1.

zi_1 = RY(q1)R3(q2) - RIZ3(qi-1) 7
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Esempio: Manipolatore planare a tre bracci

U _ po i—2
pi—1 = AL(qr) - AZ3 (qi-1)Po zi—1 = Ry (q1) - RiZ1(qi-1)2¢
01 0 ¢ 8 : 0 :
Do = A8(91)ﬁ0 = 00 1 0 0 0 Po = [8] Zg = [(1)]
0 0 O 11L11 [ 1 -
gl CS 8 ﬁls 8 ?1? t1¢ 0
= A1(61)p = 01 01 1 1()1 ol = 101 pP1 = [3151] zZ; = (1)
10 0 0 1.
—S12| 0 |[f1¢1 + 43012 P01+ £5cq5
b, = AR(01)A5(62)Pp = 512 C12 0 €15 + €2512 _ [f151 + 1,512 ‘

€1C1+1€2C12
P2 = |[£151 +1€2512 Zy = [ ]
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Esempio: Manipolatore planare a tre bracci

p = AY(q1)A5(q2) - AR 1 (qn)Po

(€123 —S123 0 [f1c1 +03¢12 +L3¢13] [0] - [£1c1 + £2612 + £3C123]
5= [S123 €123 0 | #1851 + 42812 + €35123)| |Of _ | 1511 £2512 + €35123 »
0 0 1 0 0 0
) 0 0 1 11 1

D = |f151 + 2512 + 35123

t1c1 + 4000 + 15)30123]
0
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Esempio: Manipolatore planare a tre bracci

Prodotto vettoriale tra due vettori P = (P, P, F,) € Q = (Qx, Qy,Q;)

QyPZ_QzPy
PAQ = QP — QxF;
pry_Qny

Zo N (p — o) = | €101 + 3015 + 30123
0
(—¥2S12 — {)35123]

zy AN(p —p1) = | 3012 + 30123
0

(— {35123

Zy N(p —p2) = | ¥3C123
0

— {151 — 2812 — {)35123‘
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Esempio: Manipolatore planare a tre bracci

(—0181 — £S12 — £3S123  —€3S15 — €35123  —¥3S5123]
t1¢1 +€2¢15 + ¥3¢923 t5C15 + €3C123 £3Cq23
_ 0 0 0
J(q) = . i i
0 0 0
1 1 1

Nel piano x-y :

—€1S1 — €281, — €3S123 —t¥2S12 — €35123 —135123
J(@) = | €101 + 3015 + £3C123 t5¢15 + €3C123 ¥3C123
1 1 1
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Esempio: Manipolatore antropomorfo

Ezz] _ [Zi—l A(p— Pi—1)]

J(q) = [ZO/\(P_po) 2z AP —p) AP —P2)
q Zy Zq 22




Corso di Controllo dei Robot | Cinematica differenziale

Manipolatore antropomorfo

cc 0 s O c, —S, 0 a,c, c;, —S;, 0 ag,
0 s 0 -¢ O . s, ¢, 0 a5, ) S; C 0 as,
9 )= 9, )= %)=
KO)=l0 | o ol | BE=g o L oA 2
0 0 0 1 0 0 0 1 | 0 0 0 1 |

(€1C23  —C1S23  S1 c1(aycy + azcy3)]
TO(q) = S1C23 —S1C3 —C;  S1(acy + ascys)
S23 Cy3 0 A2S, + A3S73

) 0 0 1

Paolo Lino ' Controllo dei Robot
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Manipolatore antropomorfo

0 01
Po = 0 p1 = [0
0 ¢, 0 (sy)[0][01 [o 0.
5 — A0 - - S1 0 —C1 010 = 0
p1 = A1(91)Po o 110! lollo 0 Sq
o 0 0 111 1 Z; = [—C1
0 |
¢t 0 s; Offcz —s2 0 aze; 0} [Zz?iz]
N _ 0 —c; Of|sz ¢ 0 azsy||0 P2 = |21tz
= A9(9,) AL (9P, = |1 ! S o Hol=
D2 1(91)A5(91)Do 0 1 0 ollo 0 1 0
o 0 0 19 0 0 1

= |—¢
0

a,S
0 2°2
1
C1C2 —C1S2 | $1 a2C1C2] lO} la2C1C2 Sy
o [ ]
= Zy =
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Manipolatore antropomorfo

S1C23 —S1C23 —C1  S1(axcy +azcy3)||0f _
523 C23 0 S, + 3873 0
1

C1C3 —C1S23  S§1 c1(azcy +aszcy3)] [0
P3 = A(1)(791)A% (192)14% (93)Po = T3O(CI)Z70 = =

0 0 0 1
c1(azc, + azcys)

_ |s1(azc; + azcys)
Sy + A3S73
1

c1(azcy + ascys)
p3 = |s1(azcy + ascys)
Sy + A3S73
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Manipolatore antropomorfo

(—sy(aycy +azcys)  —cq(azs; +aszsys) —azcisys]
ci(azcy + azcyz)  —sp(azs; + azsys) —azs;s,s
J(q) = 0 azCz + a3Cz3 a3Cy3
0 S1 S1
0 —Cq —Cq
1 0 0

Solo 3 delle 6 righe solo linearmente indipendenti. Avendo solo tre
gradi di liberta, consideriamo solo il blocco superiore:

—si(azcy + azcpz) —ci(ays, +ass;z) —asciSys

Jp(q) = | ci(aycy + azcyz)  —si(azs, + aszsyz) —assiSsz
0 AyCy + A3Cp3 a3Cz3

La struttura non consente di ottenere una velocita angolare arbitraria:
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Jacobiano analitico

: p . :
p= % q =Jp(q@)q p origine della terna utensile rispetto alla terna base

b = 3 —q = Jp(q)q ¢ rappresentazione minima dell’'orientamento

La derivata rispetto al tempo di ¢ non coincide, in generale, con il vettore
velocita angolare definito in precedenza

. _|p (@) . _ 0k(q)
X = LJ [] (q)] =Ja(@)q Ja(q) =g
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Legame tra velocita angolare e velocita di rotazione

E’ possibile determinare il legame tra w e ¢ per uno specificato insieme di
angoli di orientamento.

Velocita di rotazione in terna corrente di angoli di Eulero ZYZ
C(pCﬁCw — S(pSl/) —C(pCﬁSlp — Sgocl/) C¢819

SpCoCyp + CpSy  —SpCySy T CuCyy  SpSy
—S19C¢ Sl9C¢ Cy

ReyL = Rz(‘P)Ry'(ﬁ)Rz”(l/J) =
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Legame tra velocita angolare e velocita di rotazione

Wy 0 Wy —Sy
% A Wy, =@ |0 Wy =0 Co
1'@ w, |)6=0 1 w, |)P=0 0
A P=0 P=0
“ 1“1 w \1
ko Dx [0
W@ { (Uy = 1/) Sq)SQ
W\ E Wy {¢:O Co
3 y 6=0
: >
0 )
- 0 —Sp CpSol |
: w=[0 Cp SpSo|p=T(P)¢
1 0 Co

Paolo Lino
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Singolarita di rappresentazione di ¢

Il determinante della matrice T e pari a —sin8, quindi la relazione non
e invertibile per 8 = 0, .

Mentre ogni velocita di rotazione della terna possa essere espressa
mediante un opportuno vettore di velocita angolare w, esistono
velocitd angolari che non possono essere espresse mediante ¢,
ovvero quando I'orientamento della terna utensile impone sinf = 0.

In questa situazione, infatti, le velocita angolari che possono essere
descritte da ¢ sono vincolate ad avere componenti nelle direzioni
ortogonali all'asse z tra di loro dipendenti: w; + wj = 6°

Gli orientamenti che annullano il determinante della matrice di
trasformazione sono dette singolarita di rappresentazione di ¢.
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Significati fisici di w e di ¢

Da un punto di vista fisico, il significato di w & pit intuitivo di quello di ¢

« Le 3 componenti di w rappresentano le componenti di velocita
angolare rispetto agli assi della terna base

- | 3 elementi di ¢ rappresentano componenti di velocitad angolare non
ortogonali definite rispetto agli assi di un sistema di coordinate che In
generale varia al variare della configurazione di assetto dell’organo
terminale

Tuttavia, I'integrale di ¢ corrisponde a ¢, ed esprime quindi le variazioni
Impresse sugli angoli di Eulero per passare da un orientamento ad un
altro, mentre l'integrale di @ hon ammette alcuna interpretazione fisica



Corso di Controllo dei Robot = Cinematica differenziale

Legame tra Jacobiano analitico e Jacobiano geometrico

o= [l=lo rpl*=m@s

v =J(q)q

i = m = Z% 0 =Ja(0)d

J =Ty (¢)]A
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Singolarita Cinematiche

Tutte quelle configurazioni, per le quali / diminuisce il suo rango sono
chiamate singolarita cinematiche.

La caratteristica delle singolarita e di notevole interesse per i seguenti
motivi:
« Le singolarita rappresentano configurazioni in corrispondenza delle

qguali si ha una perdita di mobilita della struttura, ovvero non e
possibile imporre all'organo terminale leggi di moto arbitrarie.

 Quando la struttura e in una configurazione singolare, possono
esistere infinite soluzioni al problema cinematico inverso

« Nellintorno di una singolarita, velocita ridotte nello spazio operativo
possono indurre velocita molto alte nello spazio dei giunti.
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Singolarita Cinematiche

« Singolarita ai confini dello spazio di lavoro raggiungibile che si
presentano quando il manipolatore e tutto steso o tutto ripiegato su se
stesso. Queste singolarita possono essere evitate.

« Singolarita allinterno dello spazio di lavoro raggiungibile che sono
generalmente causate dall’allineamento di due o piu assi di moto, in
altre parole dall’assunzione di configurazioni particolari da parte
dellorgano terminale. Queste costituiscono un problema serio in
guanto, essendo all'interno dello spazio di lavoro, possono essere
Interessate da traiettorie pianificate nello spazio operativo.
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Esempio

A

_ [T@A1S1 — A2512 —(12512]
a1€1 t+ azCq2 ACq2

det(J) = a,a,s,

>

X0

Il determinante si annulla per 8, = 0,7, mentre 6, e ininfluente ai fini delle
determinazioni di posizioni singolari.
Le due configurazioni trovate corrispondono ai casi in cui 'organo terminale del
manipolatore e situato al confine esterno (6, = 0, rappresentato in figura) o
interno (6, = ).
] = [—(a1 + az)s; —a251]
(a; +az)ey  aze
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Analisi della ridondanza

VUV = ](q)q equazione cinematica differenziale

* v € da intendersi come il vettore (r X 1) delle velocita dell’organo terminale
necessarie per specificare il compito;

« ] é da intendersi come la corrispondente matrice Jacobiana (r X n) estratta
dallo Jacobiano geometrico;

« g eilvettore (n x 1) delle velocita dei giunti.

Se r < n, il manipolatore risulta ridondante da un punto di vista cinematico ed
esistono (n — r) gradi di mobilita ridondanti.
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Analisi della ridondanza

v =J(q)q

L'immagine di J € il sottospazio X (J) in R" che individua le velocita dell’organo
terminale che possono essere generate dalle velocita di giunto, nella
configurazione assegnata al manipolatore;

Il nullo di J € il sottospazio .V (J) a cui appartengono le velocita di giunto che non

producono alcuna velocita all’organo terminale, nella configurazione assegnata
al manipolatore.
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Analisi della ridondanza

Se lo Jacobiano e a rango pieno, si ha:
dim(ﬂ%([)) =r
dim(N(D)=n—-r

L'immagine di J ricopre l'intero spazio

Se lo Jacobiano degenera per la presenza di una singolarita, la dimensione
dellimmagine diminuisce e, allo stesso tempo, la dimensione del nullo aumenta
in quanto, indipendentemente da rank(J), vale la relazione:

dim(R()) + dim(N () =n
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Analisi della ridondanza

Manipolatore ridondante quando N/(J) # 0

q* soluzione dellav = J(q)q

P matrice tale che R(P) =/ ())

q, vettore arbitrario di velocita nello spazio dei giunti
q=q + P4, | nuova soluzione della v = J(q)g:

= Jq=]q" +]JPqa=]q =V

E’ possibile scegliere g, in modo tale da utilizzare vantaggiosamente i gradi
di liberta ridondanti. Esso genera moti interni della struttura che non
apportano modifiche alla posa dell’'organo terminale.
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Inversione della cinematica differenziale

Si intende determinare una possibile traiettoria ai giunti (q(t), q(t)) che
permetta di ottenere le velocita (lineare ed angolare) v dell'organo terminale
desiderate, a partire da una postura iniziale:

x = Ja(q)q v =J(q)q

Invertendo I'equazione cinematica differenziale (J quadrata e di rango pieno) e
possibile determinare una traiettoria ai giunti che riproduca la traiettoria
assegnata:

t
Q=7 Qv = q() = q0) + jq@)df
0

Regola di integrazione di Eulero — Velocita dei giunti all’istante t;,=t; + At

Q(tk+1) — q(tk) + q(tk)At con Q(tk) :]_1(Q(tk))v(tk)
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Cinematica inversa dei manipolatori ridondanti

Se il manipolatore e ridondante (r <n), lo Jacobiano € una matrice
rettangolare bassa e si pone il problema significativo di trovare le soluzioni
(ne esistera piu di una) allequazione v = J(q)q.

Un possibile metodo di soluzione e quello di formulare il problema d’ottimo
vincolato:

Minimizzare g(q) = %quq Conilvincolo v =J(q)q

dove W € un’opportuna matrice (n xn) di peso, simmetrica e definita
positiva.
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Metodo dei moltiplicatori di Lagrange

1 . . "
— TW + AT (p — funzionale di costo modificato, con A vettore
g(Q) 1 ( /q ) incognito (r x 1) di moltiplicatori

Soluzione
dg(q, 1
oq w-1T 2
< 3 q= Sistema nelle due
. incognite g e A
0g(q, M)\ , v=]q
(457) =0 > e
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Metodo dei moltiplicatori di Lagrange

=Wy
- » v =]W_1]Tﬂ. » 1= (]W_l]T)_lv

V= Jq se J & di rango pieno

q — W_le(]W_l]T)_lv

Caso particolare: la matrice di peso W coincide con la matrice identita I
. — 7+
q=]"v JT=JT(JJT)~1 pseudo-inversa destra

La soluzione ottenuta e quella che minimizza localmente la norma delle
velocita ai giunti
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Tutte (le infinite) soluzioni della cinematica differenziale inversa

Sia ¢* = J*v soluzione dellequazione v = J§ che minimizza ||g|| per
una assegnata v

Richiamiamo il risultato ottenuto precedentemente

Considerato un vettore ¢, € N(J) (Jg, =0), anche il vettore cosi
ottenuto e una soluzione dell’equazione v = Jg:

é[ =]+U + C.In
Infatti:
Ja=JUv+q) =] "v+]q,=v

Sia J* matrice tale che RX(J*) = ./ (J), allora g, = J*q,4, con g, vettore
arbitrario
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Tutte (le infinite) soluzioni della cinematica differenziale inversa

Sia J* matrice tale che R(J*) =/ ()), allora ¢, = J*q4, con q, vettore
velocita di giunti arbitrario. Scelta possibile:

Jr=1-]%]
Infatti, per qualsiasi g vale J(J*q) = J(I -] ))g =0
q=]"v+q=q4"+]"qa

= g=]"v+U-]"))qa

'espressione e quella che ci assicura il minor scostamento di ¢ da ¢,
poiché e anche la soluzione di un problema modificato di ottimizzazione

vincolata (polarizzato su ¢,):

. 1,. . . .
minH =~ {lq — 4qll con vincolo Jg—v=0
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Tutte (le infinite) soluzioni della cinematica differenziale inversa

q=J"v+U—-J"])4a

t t

soluzione a norma soluzione omogenea
minima (unica)

J*tv  velocita di giunto in corrispondenza della quale e solo in
corrispondenza della quale si ha una variazione di v

(I-J*))q,; velocita dei giunti in corrispondenza delle quali non puo
aversi variazione di v, corrispondenti a moti interni che
riconfigurano manipolatore lasciando inalterata posizione
ed orientamento dell’organo terminale

Come scegliere q47?
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Minimizzazione di obiettivi

Sia H(q) funzione obiettivo (secondario) derivabile

H(q(t)) definita positiva

OH._(?H
aqq_aq]

oH
v +%(1 —J"D4q

Se riusciamo mediante ¢, ad imporre H < 0 potremmo avvicinarci
ad un minimo assoluto per H
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Minimizzazione di obiettivi

g OH L OH L OH
, oH\"
Scelta tipica: da = —K T conK >0

\

oH oH\' oH
H=—K%(1—]+])<%> +%]+U

Il primo addendo e sicuramente negativo, mentre sul segno del
secondo non si puo dire niente



Corso di Controllo dei Robot | Cinematica differenziale

Esempi di task

. p generico punto del manipolatore
H(q) = rglonllp(q) — o 0 punto su un ostacolo
’ Massimizzando H si puo riuscire ad aggirare un ostacolo

qim (gim) Massima (minima) escursione di g;

n _ 2
H(q) — _ iz: 4 — 4 » g; valore medio della corsa
21N £ - qdivm — 9im Minimizzando H si puo riuscire stare lontano dai fine corsa
L=
- Jdet(Jj7) misura della manipolabilita
H(q) = det(](q)] (CI)) Massimizzando H si puo riuscire stare lontano dalle singolarita

T
Q="+ U~J*Dia =) —-KU-J*D(5)
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Inversione cinematica

q(trs1) = q(te) + 77 (q(tr) )v(ty)At

tik+1

[q(tk+1) * J q($)ds + q(0)

0
Deriva numerica: e = x; — x

é=xq—x=2%xq—Ja(q)q

E’ necessario, nella definizione di un algoritmo di inversione, far dipendere
g da e in modo tale che I'equazione differenziale precedente produca un
e(t) convergente (asintoticamente) a zero
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(Pseudo-)inversa dello Jacobiano

......
who o

——————————————————————————
| I
| |
+L v . |
Xy + € + G Y
o . 1 £
w—>l K e, () — [ -

q =J5"(q)(%q + Ke)
e=x4—J4(q)g ™» é+Ke=0
Per un manipolatore ridondante:

q=J1 (g +Ke)+ I —JiJa)do
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Trasposta dello Jacobiano

V(e) ==e'Ke Vie) >0 Ve+#0 V({0)=0

V=eTKx;—eTKx=eTKx; —eTKJ,(q)q
Scegliamo le velocita dei giunti come: g =J (qQ)Ke
V=e"Kiq—e"K]s(q)]sKe

Per un riferimento costante (x; = 0) risulta definita negativa.
(V < 0; V > 0 > sistema asintoticamente stabile)
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Trasposta dello Jacobiano

77777777777777777777777777

| |
| |
v, + ¢ TV q P 3 q
) > — J, (q) > ] >
_A ”
x
()
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Trasposta dello Jacobiano

¢ Richiede solo il computo di funzioni cinematiche dirette

¢ Se il riferimento non e nullo la derivata della funzione di Lyapunov puo essere
resa definita negativa tramite un termine dipendente dalla (pseudo)inversa
dello jacobiano (perdo i vantaggi)

e In ogni caso, anche utilizzando lo schema basato sul calcolo della traposta,
I'errore di inseguimento si puo mantenere limitato. Esso sara tanto piu piccolo
guanto piu grande € la norma della matrice dei guadagni K



